
Airy関数のStokes現象
Takayuki Suzuki

Abstract — Airy関数の Stokes現象に関するノート [1]
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1. 完全WKB解析から見たAiry関数のStokes現象

1.1. WKB解の構築

Airy方程式を考える．
(
− ∂2

∂x2
+ η2x

)
ψ(x, η) = 0 (1)

ここで，実パラメータ ηが十分大きい際の，解の振る舞いについて考えていく．

WKB解

ψ(x, η) = exp

(∫ x

S(x, η)dx

)
(2)

S(x, η) = ηS−1(x) + S0(x) + η−1S1(x) + · · ·

は ηが十分大きいとき，十分良い近似解となると考えられる．WKB解を (1)に代入すると，S(x, η)
は Riccati方程式

S2(x, η) +
∂S(x, η)

∂x
= η2x (3)

を満たす．さらに，各項は
S2
−1(x) = x,

n+1∑
j=−1

Sj(x)Sn−j(x) +
dSn(x)

dx
= 0 (n ≥ −1)

を満たす．
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Proof. 後者について示す． ∞∑
j=−1

η−jSj(x)

2

+

∞∑
j=−1

η−j dSj(x)

dx
= η2x

ηの次数が −n(≤ 1)のものを考えると，
∞∑

j=−1

∞∑
k=−1

δj+k,nη
−j−kSj(x)Sk(x) + η−n dSn(x)

dx
= 0

n+1∑
j=−1

Sj(x)Sn−j(x) +
dSn(x)

dx
= 0

となる．

これより，S(x, η)は２つ得られ，

S(±)(x, η) = ηS
(±)
−1 (x) + S

(±)
0 (x) + η−1S

(±)
1 (x) + · · ·

=

∞∑
n=−1

(±1)nη−ncnx
−1− 3

2n

と表される．ここで，

c−1 = 1

c0 =
−1

4

c1 =
−5

32

である．さらに，

S(±)(x, η) = ±Sodd(x, η) + Seven (x, η)

Sodd(x, η) =
∞∑

n=0

η−2n+1S
(+)
2n−1(x)

Seven(x, η) =

∞∑
n=0

η−2nS
(+)
2n (x)

のように表すと，Riccati方程式 (3)より

Seven (x, η) = −1

2

d

dx
logSodd (x, η)

が成り立つことが分かる．よって，WKB解 (2)は

ψ±(x, η) =
1√

Sodd(x, η)
exp

(
±
∫ x

x0

Sodd(x
′, η)dx′

)
= e±ξ0(x)η

∞∑
n=0

d±,nx
− 3

2n−
1
4 η−n−1 (4)

と表せる 1．ここで，

ξ0(x) :=
2

3
x

3
2 , x0 = 0

1後の計算で見るように，η−
1
2 を加えた．
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と置いた．これを Airy方程式 (1)に代入すると，

d±,n =
1

2π

(
±3

4

)n Γ
(
n+ 1

6

)
Γ
(
n+ 5

6

)
n!

(5)

を得る．ちなみに，
d±,0 = 1

d±,1 = ± 5

48

d±,2 =
385

4608

となる．

Proof. まず，(4)を示す．

Sodd(x, η) =

∞∑
n=0

η−2n+1c2n−1x
1
2−3n

より，

ψ±(x, η) =
1√∑∞

n=0 η
−2n+1c2n−1x

1
2−3n

exp

(
±
∫ x

x0

∞∑
n=0

η−2n+1c2n−1x
′ 12−3ndx′

)

=
e±η 2

3x
2/3

√
ηx

1
4

(
1 +

∞∑
n=1

an
(
η−2x−3

)n)− 1
2

exp

(
±ηx 3

2

∞∑
n=1

bn
(
η−2x−3

)n)

=
e±η 2

3x
2/3

√
ηx

1
4

(
1 +

∞∑
n=1

ãn
(
η−2x−3

)n)(
1 +

∞∑
n=1

b̃n,±

(
η−1x−

3
2

)n)

= e±η 2
3x

2/3

η−
1
2x−

1
4

∞∑
n=0

d±,n

(
η−1x−

3
2

)n
= e±

2
3ηx

3
2 η−

1
2x−

1
4

(
1− 1

2
η−2c1x

−3 + · · ·
)(

1∓ η−1c1
2

3
x−

3
2 +

1

2
η−2c21

4

9
x−3 + · · ·

)
= e±

2
3ηx

3
2 η−

1
2x−

1
4

(
1∓ η−1c1

2

3
x−

3
2 + η−2c21

2

9
x−3 − 1

2
η−2c1x

−3 + · · ·
)

となり，全体に η−
1
2 をかけることにより (4)を得る．また，これを (1)に代入すると，(

− ∂2

∂x2
+ η2x

)(
e±ξ0(x)η

∞∑
n=0

d±,nx
− 3

2n−
1
4 η−n−1

)
= 0

∓ ξ′′0 (x)

∞∑
n=1

d±,n−1x
− 3

2 (n−1)− 1
4 η−n+1 − ξ

′2
0 (x)

∞∑
n=0

d±,nx
− 3

2n−
1
4 η−n+1

∓ 2ξ′0(x)

∞∑
n=1

d±,n−1

(
−3

2
(n− 1)− 1

4

)
x−

3
2 (n−1)− 5

4 η−n+1

−
∞∑

n=2

d±,n−2

(
−3

2
(n− 2)− 1

4

)(
−3

2
(n− 2)− 5

4

)
x−

3
2 (n−2)− 9

4 η−n+1 +

∞∑
n=0

d±,nx
− 3

2n+
3
4 η−n+1 = 0

となる．以上より，η1, η0 の項はそれぞれ
− ξ

′2
0 (x)d±,0x

− 1
4 + d±,0x

3
4 = 0

d±,1x
− 3

4 − ξ
′2
0 (x)d±,1x

− 7
4 = 0 = ±ξ′′0 (x)d±,0x

− 1
4 ∓ 1

2
ξ′0(x)d±,0x

− 5
4
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と恒等式となっていることが分かる．n ≥ 2のとき，

∓d±,n−1 = d±,n−2
1

3(1− n)

(
−3

2
n+

11

4

)(
−3

2
n+

7

4

)

d±,n =
c±
(
± 3

4

)n−1 ( 7
6

)
n−1

(
11
6

)
n−1

Γ(n+ 1)

=
c±
(
± 3

4

)n−1
Γ
(
1
6 + n

)
Γ
(
5
6 + n

)
Γ(n+ 1)Γ

(
7
6

)
Γ
(
11
6

)
=
c±
(
± 3

4

)n−1
Γ
(
1
6 + n

)
Γ
(
5
6 + n

)
Γ(n+ 1)

18

5π

と求まる 2．さらに，d±,2 = 2
9c

2
1 − 1

2c1 = 385
4608 より，

d±,2 = ±c±Γ
(
13

6

)
Γ

(
17

6

)
27

20π

= ±c±
385π

648

27

20π

= ±c±
77

96

c± = ± 5

48

d±,n = ±
(
± 3

4

)n−1
Γ
(
1
6 + n

)
Γ
(
5
6 + n

)
Γ(n+ 1)

3

8π

となり，(5)が求まる．また，d±,0 = 1, d±,1 = ∓ 2
3c1 = ± 5

48 より，n = 0, 1の場合もこれを満た
す．

1.2. Borel変換・Borel和

前節では，ηによる無限級数の形でWKB解を表現した．しかし，WKB解は一般に漸近級数である
ことが知られている．このような漸近級数に対して意味を持たせるものが，次の Borel変換と Borel

和である．

2Theorem A.3 より，

Γ

(
7

6

)
Γ

(
11

6

)
= Γ

(
7

6

)
Γ

(
3−

7

6

)
=

(
2−

7

6

)(
1−

7

6

)
Γ

(
7

6

)
Γ

(
1−

7

6

)
=

5

6

−1

6

π

sin
(
π 7

6

)
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Definition 1.1: Borel変換

無限級数

f(η) = eξ0η
∞∑

n=0

η−n−αfn (α ∈ C\{0,−1,−2, · · · })

に対し，

fB(ξ) :=

∞∑
n=0

fn
Γ(n+ α)

(ξ + ξ0)
n+α−1 (6)

を Borel変換と呼ぶ．

Definition 1.2: Borel和

Borel変換 fB(ξ)に対し，

F (η) =

∫ ∞

−ξ0

e−ηξfB(ξ)dξ (7)

を Borel和と呼ぶ．ただし，積分路は図のようにとる．

Re

Im ξ

−ξ0

Figure 1: 積分経路

i Remark: 積分と無限和が可換であれば，(6)と (7)より

F (η) =

∫ ∞

−ξ0

e−ηξ
∞∑

n=0

fn
Γ(n+ α)

(ξ + ξ0)
n+α−1dξ

=

∞∑
n=0

∫ ∞

−ξ0

e−ηξ fn
Γ(n+ α)

(ξ + ξ0)
n+α−1dξ

=

∞∑
n=0

fne
ηξ0η−n−α = f(η)

となり，これらの操作の前後で級数は不変である．

以上の定義より，WKB解 (4)に対する Borel変換 (6)は以下のようになる．

ψ±,B(x, ξ) =

∞∑
n=0

d±,n

Γ
(
n+ 1

2

)x− 3
2n−

1
4 (ξ ± ξ0(x))

n− 1
2
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ここで，係数 d±,n(5)を代入すると，次のように超幾何関数を用いて表すことができる．

ψ+,B(x, ξ) =

√
3

4π

1

x
s−

1
2 (ξ)F

(
1

6
,
5

6
,
1

2
; s(ξ)

)
, (8)

ψ−,B(x, ξ) =

√
− 3

4π

1

x
(1− s(ξ))−

1
2F

(
1

6
,
5

6
,
1

2
; 1− s(ξ)

)
(9)

s(ξ) :=
3ξ

4x3/2
+

1

2

Proof.

ψ+,B(x, ξ) =
1

2π

∞∑
n=0

(
3
4

)n
Γ
(
1
6 + n

)
Γ
(
5
6 + n

)
n!Γ
(
n+ 1

2

) x−
3
2n−

1
4 (ξ + ξ0(x))

n− 1
2

=

√
3

4

1

2π
x−1

∞∑
n=0

Γ
(
1
6 + n

)
Γ
(
5
6 + n

)
n!Γ
(
n+ 1

2

) (
ξ

2ξ0(x)
+

1

2

)n− 1
2

=

√
3

4

1

2π
x−1s−

1
2 (ξ)

π√
π sin π

6

∞∑
n=0

(
1
6

)
n

(
5
6

)
n

n!
(
1
2

)
n

sn(ξ)

=

√
3

4π
x−1s−

1
2 (ξ)

1√
π
F

(
1

6
,
5

6
,
1

2
, s(ξ)

)
より，式 (8)が求まる．また，

ψ−,B(x, ξ) =
1

2π

∞∑
n=0

(
− 3

4

)n
Γ
(
1
6 + n

)
Γ
(
5
6 + n

)
n!Γ
(
n+ 1

2

) x−
3
2n−

1
4 (ξ − ξ0(x))

n− 1
2

=

√
−3

4

1

2π

∞∑
n=0

Γ
(
1
6 + n

)
Γ
(
5
6 + n

)
n!Γ
(
n+ 1

2

) x−1

(
− ξ

2ξ0(x)
+

1

2

)n− 1
2

より，式 (9)が求まる．

ψ+,B(x, ξ)は s(ξ) = 1において，ψ−,B(x, ξ)は s(ξ) = 0において発散する．ここで，

s(ξ) = 0, 1 ⇐⇒ ξ = −2

3
x3/2,

2

3
x3/2 = −ξ0(x), ξ0(x)

である．ψ+,B(x, ξ)について Borel和を考えると，

Ψ+(x, η) :=

∫ ∞

−ξ0(x)

e−ηξψ+,B(x, ξ)dξ

=

√
3

4π

1

x

∫ ∞

−ξ0(x)

e−ηξs−
1
2 (ξ)F

(
1

6
,
5

6
,
1

2
; s(ξ)

)
dξ

と表せる．s(ξ) = 1の時に発散することに注意すると，Imx3/2 = 0において積分経路上に特異点が
存在することとなる (図 1.2)．今考えている ψ+,B の場合，− Im ξ0(x) > 0から − Im ξ0(x) < 0にな
る場合，つまり図 4の領域 Iから領域 IIに解析接続する場合に特異点を避けた経路を取る必要があ
る．つまり

Ψ
(I)
+ (x, η) = Ψ

(II)
+ (x, η) +

∫
γ

e−ηξψ+,B(x, ξ)dξ

といった関係式が成り立つ．これを接続の意味を込めて

Ψ+(x, η) → Ψ+(x, η) +

∫
γ

e−ηξψ+,B(x, ξ)dξ (I → II)
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と表すことにする．

Re

Im ξ

−ξ0(x)

ξ0(x)

Figure 2: − Im ξ0(x) > Im ξ0(x)

Re

Im ξ

−ξ0(x)

γξ0(x)

Figure 3: − Im ξ0(x) < Im ξ0(x)

Re

Im x

領域 I

領域 II

領域 III

Figure 4: Airy方程式の Stokes曲線．cutは負の実軸上に入れることにする．

さて，Theorem B.3より，

F

(
1

6
,
5

6
,
1

2
; s(ξ)

)
=

Γ2
(
1
2

)
Γ
(
1
6

)
Γ
(
5
6

) (1− s(ξ))−1/2s1/2(ξ)F

(
1

6
,
5

6
,
1

2
; 1− s(ξ)

)
+

Γ
(
1
2

)
Γ
(
− 1

2

)
Γ
(
1
3

)
Γ
(
− 1

3

)F (1

6
,
5

6
,
3

2
; 1− s(ξ)

)
が成り立つ．ここで，右辺第 2項が s(ξ) = 1 ⇔ ξ = ξ0(x)で正則であることに注意．また，

F

(
1

3
,−1

3
,
1

2
; 1− s(ξ)

)
= s

1
2 (ξ)F

(
1

6
,
5

6
,
1

2
; 1− s(ξ)

)
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を用いた．よって，

s−1/2(ξ)F

(
1

6
,
5

6
,
1

2
; s(ξ)

)
=

Γ2
(
1
2

)
Γ
(
1
6

)
Γ
(
5
6

) (1− s(ξ))−1/2F

(
1

6
,
5

6
,
1

2
; 1− s(ξ)

)
+ s−1/2(ξ)

Γ
(
1
2

)
Γ
(
− 1

2

)
Γ
(
1
3

)
Γ
(
− 1

3

)F (1

6
,
5

6
,
3

2
; 1− s(ξ)

)
√

3

4π

1

x
s−1/2(ξ)F

(
1

6
,
5

6
,
1

2
; s(ξ)

)
=

√
3

4π

1

x
(1− s(ξ))−1/2 1

2
F

(
1

6
,
5

6
,
1

2
; 1− s(ξ)

)
+

√
3

4π

1

x
s−1/2(ξ)

Γ
(
1
2

)
Γ
(
− 1

2

)
Γ
(
1
3

)
Γ
(
− 1

3

)F (1

6
,
5

6
,
3

2
; 1− s(ξ)

)
ψ+,B(x, ξ) =

i

2
ψ−,B(x, ξ) + (ξ = ξ0 で正則な関数 )

と表せる．これにより，ψ−,B(x, ξ)が s(ξ) = 1において 1/2乗の特異性を持つことも明らかになっ
た．よって∫

γ

e−ηξψ+,B(x, ξ)dξ =
i

2

∫
γ

e−ηξψ−,B(x, ξ)dξ

=
i

2

(∫ ξ0

ξ0+∞
e−ηξe2iπψ−,B(x, ξe

2iπ)dξ +

∫ ξ0+∞

ξ0

e−ηξψ−,B(x, ξ)dξ

)

=
i

2

(
−
∫ ξ0

ξ0+∞
e−ηξψ−,B(x, ξ)dξ +

∫ ξ0+∞

ξ0

e−ηξψ−,B(x, ξ)dξ

)
= iΨ

(II)
− (x, η)

を得る．これより

Ψ+(x, η) → Ψ+(x, η) + iΨ−(x, η) (I → II)

を得る．

次に，領域 IIIから領域 Iへの接続を考えたい．ここで，(4)より，

ψ±(x, η) = e±
2
3x

3/2η
∞∑

n=0

d±,nx
− 3

2n−
1
4 η−n− 2

2

ψ±(e
2πi/3x, η) = e±

2
3x

3/2eπiη
∞∑

n=0

d±,nx
− 3

2n−
1
4 e−nπie−iπ/6η−n− 2

2

= e∓
2
3x

3/2η
∞∑

n=0

d∓,nx
− 3

2n−
1
4 e−iπ/6η−n− 2

2

= e−iπ/6ψ∓(x, η)

を考慮すると，

Ψ+(e
2πi/3x, η) → Ψ+(e

2πi/3x, η) + iΨ−(e
2πi/3x, η) (I → II)

e−iπ/6Ψ−(x, η) → e−iπ/6Ψ−(e
2πi/3x, η) + ie−iπ/6Ψ+(e

2πi/3x, η) (III → I)

Ψ−(x, η) → Ψ−(e
2πi/3x, η) + iΨ+(e

2πi/3x, η) (III → I)
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を得る．また，領域 IIから IIIへは，

ψ±(e
−2πi/3x, η) = e±

2
3x

3/2eπiη
∞∑

n=0

d±,nx
− 3

2n−
1
4 enπieiπ/6η−n− 2

2

= e∓
2
3x

3/2η
∞∑

n=0

d∓,nx
− 3

2n−
1
4 eiπ/6η−n− 2

2

= eiπ/6ψ∓(x, η)

を考慮すると，

Ψ+(e
−2πi/3x, η) → Ψ+(e

−2πi/3x, η) + iΨ−(e
−2πi/3x, η) (I → II)

eiπ/6Ψ−(x, η) → eiπ/6Ψ−(e
2πi/3x, η) + ieiπ/6Ψ+(e

2πi/3x, η) (II → III)

Ψ−(x, η) → Ψ−(e
2πi/3x, η) + iΨ+(e

2πi/3x, η) (II → III)

と得ることができる．

まとめると，Stokes現象は

ψ+(x, η) → ψ+(x, η) + iψ−(x, η) (I → II)

ψ−(x, η) → ψ−(x, η) + iψ+(x, η) (III → I)

ψ−(x, η) → ψ−(x, η) + iψ+(x, η) (II → III)

となる．

A. ガンマ関数

Definition A.1: Gamma関数

自然数 nに対して，ガンマ関数は

Γ(n) := (n− 1)!

と定義される．より一般に，Re z > 0となる複素数 zに対して

Γ(z) :=

∫ ∞

0

tz−1e−tdt

と定義される．

i Info:

Γ

(
1

2

)
=

∫ ∞

0

t−
1
2 e−tdt

=

∫ ∞

0

2e−s2ds

=
√
π

9



Definition A.2: Pochhammer記号

ポッホハマー記号は

(x)n :=

n−1∏
j=0

(x+ j) = x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n− 1) =
Γ(x+ n)

Γ(x)

と定義される．

Theorem A.3: Gamma関数の相反公式

Γ(z)Γ(1− z) = −zΓ(z)Γ(−z) = π

sinπz

B. ガウスの超幾何関数

Definition B.1: ガウスの超幾何級数

|z| < 1に対して，ガウスの超幾何級数は次のように定義される．

F (a, b; c; z) :=

∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

zn

Definition B.2: ガウスの超幾何関数

ガウスの超幾何級数を解析接続したものを，ガウスの超幾何関数と呼ぶ．その積分表示は

F (a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1

(1− tz)a
dt

と表される，

Theorem B.3: 超幾何関数の性質

F (a, b; c; z) =
Γ(a+ b− c)Γ(c)

Γ(a)Γ(b)
(1− z)c−a−bF (c− a, c− b; c− a− b+ 1; 1− z)

+
Γ(c− a− b)Γ(c)

Γ(c− a)Γ(c− b)
F (a, b; a+ b− c+ 1; 1− z)

References

[1] 小池達也. 1 次元シュレーディンガー方程式の完全 wkb 解析: 基礎理論と最近の発展について
(準古典解析における諸問題). 数理解析研究所講究録, 1763:1–30, 2011.

10


	1 完全WKB解析から見たAiry関数のStokes現象
	1.1 WKB解の構築
	1.2 Borel変換・Borel和

	A ガンマ関数
	B ガウスの超幾何関数

